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935. 
SUR LA FONCTION MODULAIRE xo. 


[From the Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris, t. CXVI. 
(Janvier—Juin, 1893), pp. 1339—1343.] 
SELON les notations usitées, on a 
NAE A A A E T E T E 
or, d’après une transformation trouvée par M. Glaisher, on a 


BE EEE 4 DE. SEE OR N E 
ETE AE Ea E a a A a a a ia T 


et de là, en intégrant, 


log 1+9q.1+4.1+q...= Re 


donc 


ot, ( l l k ii ) 
wo = 2 exp. — -tł -Le 


ou, en écrivant q = eïre, 
E [te fr Sp E a 
AST rA T ‘> sin ræ. 2sin2rmæw 3sin3ræ  /|?, 
L PS irw l COS nm 
P| 23 a" nsinnro |’ 


n=1 jusqu'à n =, forme qui met en évidence l'équation y (œ + 2)= yo. 
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Mais nous avons 
1 “ER. FL COS MT 
nsinnro nro m ” n(no-m)’ 
m=1l jusqu'à m=+0 et m=—1 jusqu'à m=- o. 
On a, dans les parenthèses, d’abord les termes 
EU O 
Zi mo P 2 3 E E 121 Yo’ 
et l'expression de yw devient ainsi 


= 98 To ES AAE, i COS NT COS MT 
xo = 2° exp. i T Tan DA an A | 


ou, ce qui est plus commode, 


èT@ 17 1 1 
w = 2? ex -5 +z (S-S: — S) ——— © |, 
X p. (T AN PRES 
où les signes sommatoires S=2%,X,, se rapportent: $S;, aux valeurs impaires de m et 
n; Ña aux valeurs impaires de m et paires de n; S, aux valeurs paires de m et 


impaires de n; S, aux valeurs paires de m et n.. En omettant l'expression Ro 


du terme sommé, on peut considérer #S;,, Sz, Ss, Sı comme dénotant les quatre sommes 
dont il s’agit. 


Considérons d’abord S,; en supposant que m’, n’ soient l’un ou l’autre ou tous 
les deux impairs, on peut donner à m, n les valeurs 2m’, 2n'; 4m, 4n'; 8m, 8n'; .…; 
on obtient 


TAn 
S,=(S, +S: +5) (x +ntgte)=4(S+ +8) 
et le terme S,—S,—S,+$8, dans l'expression de yw devient ainsi 
= $6 baca] 49: se 253. 
Dans S,, S., ou S, en supposant que m’, n dénotent des nombres relativement 
premiers, on peut donner à m, n les valeurs m, n; 3m, Bw; 5m’, 5n'; ...: on 


obtient ainsi, pour chacune de ces sommes, 
1 2 
S=s(ptgtRt )=3 8, 
aTE 8 
où, au côté droit, m et n sont des nombres relativement premiers; le terme devient 
ainsi 
(4H 28: — 2193) = ka (Si D $S: N. $8,), 
et nous ayons 
tTO T T y 
nT e 7 jiz EE TERN 19 Te= sl 
43—2 
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Je m’arrête pour remarquer que cette expression s'accorde parfaitement avec des 
résultats trouvés par M. Dedekind (Œuvres de Riemann, Leïpzig, 1876, p. 447). En 
effet, en donnant à œ la valeur w= + ia a une valeur positive très petite, M. 


Dedekind trouve les valeurs de logk et logk'; en ajoutant ces valeurs et en ne 
faisant attention qu'aux termes qui deviennent infinis pour a= 0, on a 


log kk’ = 12 log yo = 244A, 
m et n tous les deux impairs ; 
log kk = 12 log yo = — 124, 


m et n l’un impair, l’autre pair. 


Ici À Ti dre 0 et lés valeurs de log yw sont ainsi 


im 1 pus im 1 
12 n (nw — m) 24 n(no — m) 
respectivement. 


Dans l'expression de yw, il convient de réunir les termes qui correspondent aux 


valeurs —m, +m, c’est-à-dire au lieu de Ms 2 , on doit écrire 
n (næ — m) 
2 ROUES ) Et PONS 
n \no —m no+m/ Næ — m? 
on à ainsi finalement 
1 AT @ im ir w 
Xo z= Js exp. ls +g (B-S 3285) a] 3 


où je rappelle que m et n sont des nombres positifs relativement premiers, et que 
les signes sommatoires S,, S, S; se rapportent, S, aux valeurs impaires de m et n, 
S, aux valeurs impaires de m et paires de n, S aux valeurs paires de m et impaires 
de n. 


ati 1 } w A 
Ecrivant — — au lieu de w, le terme ———— auquel se rapportent les sommations 
w Ra — Mm? 


se change en on peut échanger les lettres m et n, et l'expression de 


1 x LS 10 f < 
X (-=) devient ainsi identiquement celle de yw, c’est-à-dire la forme met en évidence 
: 1 
la relation x (=) = yo, 
a relation % i E 
Il y a cependant, dans cette analyse et par rapport à l'échange des lettres m 
et n, une difficulté qu’il convient d’écarter. Dans la formule 


ONE ME COS MT 
sing æ Pr mr 


(m=1 jusqu'à + co et — 1 jusqu'à —  ), 
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qui donne lieu à 
1 1 F li COS MT 
nsin? nro nro m ”n(no-— m)’ 


il est nécessaire que la variable æ ait une valeur finie ou au moins infiniment petite 
` par rapport aux valeurs extrêmes de m; ainsi, en écrivant pour æ la valeur nro, 
les valeurs extrêmes de n doivent être infiniment petites par rapport à celles de m, 


et la somme que nous avons dénotée simplement par Èn Xm signifie réellement 


n (næ — m) 
Ke 1 ; RE DS 
Inm —————, savoir les limites pour n sont 1, v et pour m ces limites sont — 1, 
n (nw — m) 
—p et +1, +u où w et v sont des nombres infiniment grands, mais Ei ©, ou, ce 
v 
: A ue 1 + 
qui est la même chose, la somme est 2,2 ———, où v est un très grand 
n (næ — m) 
nombre qui devient enfin =œ. En réunissant les termes pour m et —m, la somme 
v co i 
à considérer est 2,2, —, et il sagit de faire voir qu’il est permis de substituer 
nw? — m? 
pour cela la somme 
| dl | 
o 9 
nom TS | (v=1 à =). 


La différence des deux expressions est une somme double n=1 jusqu'à n=v et 
m=v+ 1, jusqu'à m=% , savoir cette somme est égale à 


1 1 1 
nt f+ ea ro e r 


1 1 1 
ré iz wori ocer Gr iie 


sesecsseoosetosossoooosooeooesosososooooosesosososooosesoooosooeseeo 


L 1 1 
— COS VT Es. &+ 1 Te Pa PE T +2} a BEC PEN PATES)" @+3} = Hi , 
laquelle somme (sauf pour une valeur imaginaire « =T+ ia, a positif ) devient aussi 


petite que l’on veut en donnant à » une valeur suffisamment grande; c’est-à-dire 
1 

n (nw — m)’ 

dont je me suis servi dans linvestigation comme ayant pour n et pour les valeurs 

positives ou négatives de m les mêmes limites 1, v (=). 


qu'on peut négliger cette différence et ainsi considérer la somme X,>, 


2 m 
La forme trouvée pour yw met en évidence que w=0, w=%, et o=+ sont 


des valeurs essentiellement singulières pour la fonction, 
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